
Glava 5
Uzoraqka raspodela

1. Raspodela osnovnog skupa. Uzoraqka raspodela

Raspodela osnovnog skupa je raspodela verovatno�a sluqajne promenǉi-
ve X u osnovnom skupu. Aritmetiqka sredina µ ove promenǉive i ǌena
standardna devijacija σ su parametri osnovnog skupa i oni su uvek ǌene
konstante.

Primer 1. Osnovni skup qini 5 studenata fakulteta Mena
ment u sportu koji sluxaju
predmet Statistika u sportu na drugoj godini osnovnih studija. Konaqan ǌihov uspeh
izra�en u poenima, osvojenim na predispitnim obavezama i samom ispitu, je dat slede�im
nizom:

70, 78, 80, 80, 95

Neka je X sluqajna promenǉiva kojom se opisuje ovaj uspeh uoqene grupe studenata.
Formirajmo odgovarajuqmu tabelu raspodele frekvencija i relativnih frekvencija:

x f relativna frekvencija = p(x)

70 1 0,20

78 1 0,20

80 2 0,40

95 1 0,20

Nije texko videti da je u naxem sluqaju N = 5, µ = 80,60 i σ = 8,09.¤

Posmatrajmo razliqite uzorke iz X iste du�ine n i izraqunavajmo
aritmetiqke sredine ovih uzoraka. U opxtem sluqaju, oqigledno, dobi-
jene vrednosti ne�e biti jednake. Ako sada pod osnovnim skupom sma-
tramo sve mogu�e uzorke du�ine n iz zadatog skupa X, onda sa X oz-
naqimo sluqajnu promenǉivu koja opisuje vrednosti aritmetiqkih sre-
dina ovih uzoraka; ovu promenǉivu zovemo uzoraqka aritmetiqka sred-
ina. Ova promenǉiva, ili kako ka�emo jox statistika, X ima svoju
raspodelu frekvencija i relativnih frekvencija koje se tada nazivaju
uzoraqka raspodela frekvencija i uzoraqka raspodela verovatno�a. Sliqno
ovome mogu se posmatrati i druge statistike koje “uoqavaju”, na primer,
medijanu, modus, ili standardnu devijaciju uzorka.

Primer 2. Posmatrajmo prethodni primer i oznaqimo naxe studente sa A, B, C, D
i E. Neka je

X(A) = 70, X(B) = 78, X(C) = 80, X(D) = 80, X(E) = 95
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Uoqimo sve uzorke du�ine 3 datog osnovnog skupa i odgovaraju�im tabelama prika�imo
vrednosti statistike X

uzorak rezultat u uzorku x

ABC 70 78 80 76,00

ABD 70 78 80 76,00

ABE 70 78 95 81,00

ACD 70 80 80 76,67

ACE 70 80 95 81,67

ADE 70 80 95 81,67

BCD 78 80 80 79,33

BCE 78 80 95 84,33

BDE 78 80 95 84,33

CDE 80 80 95 85,00

i ǌenu raspodelu frekvencija i raspodelu verovatno�a (raspodela relativnih frekven-
cija)

x f p(x)

76,00 2 0,20

76,67 1 0,10

79,33 1 0,10

81,00 1 0,10

81,67 2 0,20

84,33 2 0,20

85,00 1 0,10

Sluqajna (uzoraqka) grexka je razlika izme�u vrednosti statistike
uzorka i vrednosti parametra posmatranog osnovnog skupa. Za arit-
metiqku sredinu je

sluqajna grexka = x− µ

Grexke koje nastaju prilikom prikupǉaǌa i bele�eǌa podataka i
prilikom ǌihovog unoxeǌa u tabele se nazivaju nesluqajnim (sistemat-
skim) grexkama.

Primer 3. U prethodnom primeru imamo da je

µ =
70 + 78 + 80 + 80 + 95

5
= 80,60.

Za uzorak ACE je

x =
70 + 80 + 95

3
= 81,67.
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Sluqajna grexka je tada
x− µ = 81,67− 80,60 = 1,07.

Ako je grexkom u uzorku ACE za studenta E registrovan broj poena 82, tada je

x =
70 + 82 + 95

3
= 82,33,

pa je
x− µ = 82,33− 80,60 = 1,73.

Dakle, ovde je
sluqajna grexka = 1,07
nesluqajna grexka = 0,66

2. Aritmetiqka sredina i standardna devijacija

statistike X

Standardna devijacija statistike X se zove i standardnom grexkom sta-
tistike X.

Aritmetiqka sredina i standardna grexka dobijena na osnovu uzo-
raqke raspodele promenǉive X zovu aritmetiqka sredina i standardna
grexka statistike X i oznaqavaju se sa µX i σX . Na primer, u posledǌem
primeru je

µX = 80,60, σX = 3,30

Aritmetiqka sredina statistike X je uvek jednaka aritmetiqkoj sre-
dini osnovnog skupa:

µX = µ

Aritmetiqka sredina statistike X se zove i ocena aritmetiqke sredine
osnovnog skupa µ.

Kada je oqekivana vrednost (ili sredǌa vrednost) statistike uzorka
jednaka vrednosti odgovaraju�eg parametra skupa, za statistiku uzorka
se ka�e da predstavǉa nepristrasnu ocenu. Kako je µX = µ, to je X
nepristrasna ocena za µ.

Standardna grexka σX statistike X nije jednaka standardnoj devi-
jaciji σ osnovnog skupa (osim u sluqaju kada je n = 1). Za izraqunavaǌe
standardne devijacije statistike σX koristimo formulu

σX =
σ√
n

ali u sluqaju ili ako se iz konaqnog skupa biraju uzorci sa ponavǉaǌem
ili ako se iz beskonaqnog (veoma velikog po broju elemenata) osnovnog
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skupa uzimaju uzorci bez ponavǉaǌa, tj. ako je veliqina uzorka mala u
odnosu na osnovni skup. Uzorak je mali ako va�i da je

n

N
≤ 0,05.

Ako uzorak nije mali, onda se koristi formula

σX =
σ√
n

=
σ√
n

√
N − n

N − 1

Vrednost

√
N − n

N − 1
se zove popravni faktor za konaqne osnovne skupove.

Primetimo da je uvek σX < σ, ako je n < 1. Tako�e, primetimo da σX

kada du�ina uzorka n raste.
Standardna grexka σX predstavǉa prosek kvadrata odstupaǌa arit-

metiqkih sredina uzorka od aritmetiqke sredine osnovnog skupa µ. Ar-
itmetiqka sredina statistike uzorka X konzistentna ocena aritmetiqke
sredine osnovnog skupa µ.

Primer 4. Proseqna zarada po satu u preduze�u od 5.000 zaposlenih iznosi 27,50
dolara sa standardnom devijacijom od 3,70 dolara. Neka je X proseqna zarada po satu
sluqajnog uzorka zaposlenih izabranih iz tog preduze�a. Izraqunajte aritmetiqku sred-
inu i standardnu grexku statistike X za uzorak veliqine: (a) 30; (b) 75; (v) 200.

(a) Oqigledno, da je
µX = µ = 27,50

Kako je

n = 30, N = 5000,
n

N
=

30
5000

= 0,006 ≤ 0,05,

to je

σX =
σ√
n

=
3,70√

30
= 0,676.

(b ) Oqigledno, da je
µX = µ = 27,50

Kako je

n = 75, N = 5000,
n

N
=

75
5000

= 0,015 ≤ 0,05,

to je

σX =
σ√
n

=
3,70√

75
= 0,427.

(v) Oqigledno, da je
µX = µ = 27,50
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Kako je

n = 200, N = 5000,
n

N
=

200
5000

= 0,04 ≤ 0,05,

to je

σX =
σ√
n

=
3,70√
200

= 0,262.

3. Oblik uzoraqke raspodele statistike X

Mo�emo, oqigledno, uoqiti dva sluqaja, kada
1) osnovni skup ima normalnu raspodelu;
2) Osnovni skup nema normalnu raspodelu

Razmotrimo ova dva sluqaja.
Pretpostavimo, prvo, da su uzorci iz osnovnog skupa sa normalnom

raspodelom. Dolazi se do slede�ih zakǉuqaka:
1) µX = µ.

2) σX =
σ√
n
, ako je

n

N
≤ 0,05.

3) Oblik uzoraqke raspodele statistike X je normalan, bez obzira na
veliqinu uzorka

% slika

Pretpostavimo, sada, da su uzorci iz osnovnog skupa koji nema nor-
malnu raspodelu. Iz centralne graniqne teoreme tada sledi da arit-
metiqke sredine X velikih uzoraka imaju pribli�no normalnu raspodelu

sa aritmetiqkom sredinom µX = µ i standardnom devijacijom σX =
σ√
n
,

ako je pri tome
n

N
≤ 0,05. Inaqe uzorci su veliki ako je n ≥ 30.

% slika

4. Primena uzoraqke raspodele X

Iz centralne graniqne teoreme za velike uzorke imamo slede�e pravilo:
Ako izaberemeo sve velike uzorke iste veliqine iz jednog osnovnog

skupa i izraqunamo aritmetiqke sredine ovih uzoraka zakǉuqujemo da se
pribli�no
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68,26 % ovih sredina nalazi u intervalu [µ− 1 · σX , µ + 1 · σX ]
95,44 % ovih sredina nalazi u intervalu [µ− 2 · σX , µ + 2 · σX ]
99,74 % ovih sredina nalazi u intervalu [µ− 3 · σX , µ + 3 · σX ]

Primer 5. Pretpostavǉamo da te�ina svih pakovaǌa jedne vrste keksa ima normalnu
raspodelu sa aritmetiqkom sredinom 32 unce i standardnom devijacijom 3 unce. Odredi
verovatno�u da proseqna te�ina X u sluqajnom uzorku od 20 pakovaǌa bude u intervalu
izme�u 31,8 i 31,9 unci.

Ovde je n < 30, ali je osnovni skup sa normalnom raspodelom, pa je

µX = µ = 32 unce, σX =
0,3√
20

= 0,06708204

Treba odrediti vrednost P (31,8 < X < 31,9). Uoqimo standardizovanu promenǉivu

Z =
X − µ

σX

i ǌene vrednosti za

x = 31,8 : Z =
31,8− 32

0,06708204
= −2,98

x = 31,9 : Z =
31,9− 32

0,06708204
= −1,49

Dakle, imamo da je

P (31,8 < X < 31,9) = P (−2,98 < Z < −1,49) =
= P (Z < −1,49)− P (Z < −2,98) = 0,681− 0,0014 = 0,0667. ¤

5. Proporcija osnovnog skupa i uzorka

Proporcija osnovnog skupa i proporcija uzorka obele�avaju se sa p i sa
p̂:

p =
N1

N
, p̂ =

X

n
,

gde je
N — ukupan broj elemenata u osnovnom skupu;
n — ukupan broj elemenata u uzorku;
N1 — broj elemenata u osnovnom skupu sa odre�enom karakteristikom;
X — broj elemenata u uzorku sa odre�enom karakteristikom

Primer 6. U gradu �ivi 789.654 porodice, 563.282 ima ku�u u svom vlasnixtvu. Iz-
abran je sluqajni uzorak od 240 porodica, od kojih 158 poseduje ku�u u svom vlasnixtvu.
Odrediti proporcije porodica koje poseduju ku�u u osnovnom skupu i u sluqajnom uzorku.
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Imamo da je

p =
N1

N
=

563.282
789.654

= 0,71

i

p̂ =
X

n
=

158
240

= 0,66

Dakle, sluqajna grexka je
p̂− p = −0,05.¤

Raspodela verovatno�a proporcije uzorka p̂ se zove uzoraqkom raspo-
delom proporcije i predstavǉa skup parova vrednosti koje mo�e uzeti
statistika p̂ i odgovoraju�ih verovatno�a.

Aritmetiqka sredina proporcije uzorka se obele�ava sa µp̂ i jednaka
je proporciji osnovnog skupa, p, odnosno

µp̂ = p.

Proporcija uzorka p̂, naziva se ocena proporcije osnovnog skupa, p. Iz
gore navedenog je jasno da je statistika p̂ nepristrasna ocena.

Standardna devijacija (standardna grexka) proporcije uzorka se oz-
naqava sa σp̂ i izraqunava se ili po formuli

σp̂ =

√
pq

n
,

ako je n/N ≤ 0,05, gde je p — proporcija osnovnog skupa, a q = 1− p, ili
po formuli

σp̂ =

√
pq

n

√
N − n

N − 1
,

ako je n/N ≤ 0,05, gde je

√
N − n

N − 1
popravni faktor za konaqne skupove.

Iz centralne graniqne teoreme sledi da je uzoraqka raspodela statis-
tike p̂ pribli�no normalna, kada se radi o velikim uzorcima. U praksi
uzorak je velik ako je ispuǌen uslov

np > 5 i nq > 5.

Primer 7. Prema jednom istra�ivaǌu 50% amerikanaca je zadovoǉno svojim pos-
lom. Pretpostavimo da se ovaj rezultat odnosi i na osnovni skup Amerikanaca. Neka
je p̂ proporcija Amerikanaca koji su zadovoǉni svojim poslom u sluqajnom uzorku od
1000 Amerikanaca. Izraqunajte aritmetiqku sredinu i standardnu grexku statistike p̂
i opisati oblik uzoraqke raspodele
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Dobijamo da je

µp̂ = p = 0,50, σp̂ =
√

pq

n
= 0,0158.¤

Slede�im primerom je ilustrovana primena uzoraqke raspodele sta-
tistike p̂.

Primer 8. U jednoj anketi 38% Amerikanaca je izjavilo da je veoma zadovoǉno svo-
jim �ivotom. Neka je p̂ proporcija Amerikanaca koji su veoma zadovoǉni svojim �ivotom
u sluqajnom uzorku od 1000 Amerikanaca. Izraqunajte verovatno�u da se vrednost pro-
porcije p̂ na�e u intervalu izme�u 0,40 i 0,42.

Kako je
n = 1000, p = 0,38, q = 1− p = 0,62,

to je

µp̂ = p = 0,38, σp̂ =
√

pq

n
= 0,01534927.

Kako je
np = 1000 · 0,38 = 380 > 5 i nq = 620 > 5,

to p̂ ima normalnu raspodelu. Uoqimo standardnu normalnu raspodelu

Z =
P̂ − p

σp̂
.

Odavde dobijamo

p̂ = 0,40, z =
0,40− 0,38
0,01534927

= 1,30

p̂ = 0,42, z =
0,42− 0,38
0,01534927

= 2,61

pa je

P (0,40 < p̂ < 0,42) = P (1,30 < z < 2,61) = P (z < 2,61)− P (z < 1,30) =
= 0,9955− 0,9032 = 0, 0923. ¤
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