M atematicko oc¢ekivanje

Neka je X slwajna promenljiva diskretnog tipa sa kénen skupom vrednostR, ={x1 Xy xﬂ} .UN
ponovljenih i nezavisnih opita registrujemo vrednoa X . Neka sex, registruje N, opita, x,u N,
opita, ..., vrednosk, u N, opita (Nl+ N, +..+N, = N). Tad je srednja vrednost (u smislu aritréledi
sredine) svih registrovanih vrednosti
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Kod N - «, relativna gestanost % odgataja {X =x} grupise se okoP{X =x}=p(x),
k=12,...,n, tako da ,granina vrednost* odXy kod N - o je broj:

% plx)+ % ) +...4 %, plx,).
Definicija 1.
Ako je slitajna promenljivaX diskretnog tipa sa raspodelom
X
o[ 2 j
plx)  plx) .
njeno matematko otekivanje definiSe se kao broj:
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Napomenaono postoji ako i samo aki (%) p(x) <.

Definicija 2.
Ako je slwajna promenljiva X neprekidnog tipa sa gustinonf(x), —o0 < X<+o0, matematiko
ocekivanje se definiSe kao broj

+o00

E(X)= Ixf (X)AX, vttt (8)
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uz napomenu da postoji i katen je broj ako i samo ako nesvojstveni integfadf(x)dx konvergira.

Primeri:
1. lzratunati matematko ocekivanje sldajne promenljiveX :U(a, b).
ReSenje:

E(x)= Txgﬁdx——d:[ﬁbz a?)= a;’b

Jedna vaznéinjenica za nalaZzenje matent&tg asekivanja:
Neka je data sttajna promenljivaX (odretena sap(x) ili f(x)) i funkcija g(). Treba nai
ocekivanje sldajne promenljiveY = g(X). Prvo moZemo réaraspodelu sléajne promenljiveY , pa



onda njeno matemékio atekivanje po definiciji, méutim vazi:

E(Y) =" gX)P(X) s v 9)

k
ako je X diskretnog tipa, odnosno,

EY)= [ o0 F(R, (10)

ako je X neprekidnog tipa.
2. lzr&unati E(XZ) slajne promenljiveX :U(a, b).
ReSenje:
Nave&emo neke osobin&(X ) bez dokazivanja:
1. E(x)<E(X]).
2. Akoje X =c, ¢ - konstanta, tada j&(X)=c.
3. EcX)=cE(X).
4. E(X+Y)=E(X)+EY).
5. Akoje zasvakae0Q, X =0, ondajeE(X)2 0.
6. Ako je zasvaka.O0Q, X2V, ondajeE(X)z E(Y)
7. Akosu X i Y nezavisne sktajne promenljive, tadajE(XY) = E(X)E(Y).
Vazii proSirenje: ako s, X, ,...,X,, nezavisne sktajne promenljive, tada je
E(X,, X, ... X, ) = E(X)E(X,)...E(X,).

Napomena:obrnuto tvdenje ne vazi, naime, iE(XY)=E(X)E(Y) ne sledi da suX i Y
nezavisne.

Disperzija du¢ajne promenljive

Slwajna promenljivaX je potpuno odrgena svojom raspodelom. Matend&t oiekivanje je prva i
osnovna informacija o stajnoj promenljivoj, ali ne moZze da zameni kompleinformaciju koju daje

raspodela. NaimeE(X) ne daje podatak koliko je ,rasturanje” méguvrednosti sldajne promenljive
oko ,srednje vrednosti“.

Slusajna promenljivax — E(X) jeste odstupanje promenljivé od njene srednje vrednodi(X ).
Oc¢ekivana vrednost odstupanja &ine promenljive od njenec¢ekivane vrednosti jednaka je nuli, tj.
E(x -E(x))=0.

Posmatrajmo kvadrat odstupanjaégime promenljiveX od njene aritmetke sredine[X - E(X)]Z.
Matemattko otekivanje od[x - E(X)]2 dobra je mera za srednje-kvadratno odstupahjed E(X) [
zovemo je disperzija ili varijansa gkjne promenljiveX i ozna&avamo swz(x) ili D(X), paje

F?(X)=D(X) = E[X = E(X)P e (11)



Kvadriranjem gornjeg izraza i primenom osobina metiékog a*ekivanja dobijamo izraz
i O E = D I 1= (12)
koji je praktiniji pri racunanju disperzije.
Pozitivna vrednost kvadratnog korena disperzij¢ejetandardna devijacija skjne promenljive X |

a(X)=+/c*(X).

Primer:
3. Odreditio?(X) i o(X) na primeru jednog bacanja kocke.
ReSenje:
Ozn&imo sa X rezultat bacanja kocke. Tadaddjna promenljivaX ima raspodelu verovatte:
{1 2 3 45 6}
X1 11111}

6 6 6 6 6 6
Ocekivana vrednost je:

E(X)=1B1:+2E11—+3B1:+4B1:+5E11—+6E11—=2—1, a
6 6 6 6 6 6 6

E(x?)=12 +4 +o +160t + 250 +36 = 2L
6 6 6 6 6 6 6
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pa je disperzija sltajne promenljiveX

7(x)= ) [elx = 2-( 2] 122

6 |6 36’
a standardna devijacija je(X ) = —1605 :

Neke osobine disperzije:
o0*(X)=0, o*(X)=0 ako je X konstanta skoro izvesno.
o*(X +c)=o?(X)
o*(cX)=c?0?(X)
Ako su X i Y nezavisne skajne promenljive, tada vaii'z(x +Y) = G'Z(X)+0'2(Y).
Funkcija oda: E(X —a)? ima minimum o?(X) za a =E(X) tj. o?(X)<E(X -a)* za svaki broj

a i jednakost je dostignuta za= E(X).

Standardizovani oblik stiajne promenljiveX je slutajna promenljivax” :X%E(X). Na osnovu
o°X
2

osobina matematkog aiekivanja i disperzije, lako se pokazuje dﬁé(*): Oi (X*):l.



