7.4 Sluéajne promenljive sa neprekidnom raspodelom
7.4.1 Normalnaraspodela

Za sl@ajnu promenljivu X kaZzemo da ima normalnu ili Gausovu raspode
parametrimay i o?lo? > O), ako je njena gustil

f(x)= ! B 20 s 712

—oo <X <+00 |ozn&avamo je saX : N(y, az).

Grafik normalne raspodele je
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Grafik ima pravilan zvonast oblik, a povrSina isppdfika je jednaka
Grafik je simetrfan u odnosu na pravx=g sa maksimumom u dki

T(p,%} i prevojnim t&kama x,, = 4+ 0. Horizontalna asimptota je osa
o2

Matematéko otekivanje sldajne promenljive sa nmalnom raspodelom je/, a

disperzija jeo?. Koeficijent asimetrijea jednak je 0, to zada je raspodela
idealno simettina, a koeficijent sploSteno: 5 je 3.

Na slici su prikazani grafici normalne raspodelestzdno i promenljivo o .

y=f(x)

03

03> 02>01
o1

o v X

Slika 3
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Standardizovani oblik slajne promenljive jeZ XK i kao Sto smo wevideli
o

E(z)=0i 0%(z)=1,a

| piSemoZ: N(O,l).
Na slici je prikazan grafik gustine standardizovanemalne raspodele.

0

Slika 4.

Funkcija¢(z) definisana je, pozitivna i neprekidna za svakaOna je parna i njen
dijagram je simettian u odnosu na -osu, ax-osa je horizontalna asimptota. U
tacki 0 ima maksimum ¢(0)=———=03989, a u takama B(102420

27T
Bz(— 10,242() grafik funkcije ima prevojne tke. Ako je z>4, onda je ¢(z)
priblizno jednaka O.

Funkcija raspodele
Funkcija raspodele stajne promenljiveX : N(,u, 02) data je relacijama

(t- /1)

F(x)= Px <= | f(dt UJ_fe 2 G (29)

VrednostF(x) je povrsina ispod grafika funkcué(x) u intervalu(—oo, x].

fit)

!HH
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46



Dr Veda Kilibarda

Slika 5.

Kako je F(u)=

N

, to znd&i da se kod skajne promenljive sa normalnom

raspodelom i medijana i moda poklapaju sa mateékiati ocekivanjem u,
odnosno aritmetkom sredinom.

Ozna&imo sa ¢ funkciju raspodele standardizovane c¢sjne promenljive
Z:N(01). Onda je

da:MZszimmn;ﬁﬁigfm ............................................ (20)

|z osobine gustinej f(x)dx =1 i zbog simetrije je (videti sliku)

—00

== =T
0 z t
Slika 6.

Kako je y:¢(t) parna, a povrsina ispod krive je jednaka 1, tdjzékjemo da je
1
0)==.
d0)=
Odredimo vezu izm#u gustine f(x) slutajne promenljiveX : N(,u, 02) i gustine
#(2) slusajne promenljivez : N(0,1).

1 _(X_ﬂ)z 1
202 i i =
We , dobijamo da jef(X)—E¢(Z),

Ako je Z=X—_, to iz f(x)=
o
dakle vredi relacija

m@:%¢@yz:§§£ ..................................................................... (32)

Primeri:
1. Zanormalnu raspodeIN(2,9) izracunati f(4,64).
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ReSenje:

0?=9,1. o =3 paje

f(464) =% f [ 4’6:' 2} =% f(088)= % [0,27086= 0,09029,

Vrednost¢(0,88) smo uzelli iz tablice IV.

Odredimo vezu izm#u funkcije F i funkcije ¢ .

F(x)=P{x <= P{ﬂsﬂ}: P{ZS X;ﬂ}z‘{x_ﬂj

ag ag

odakle sledi sleda relacija

F(x)=(2), Z(XTNJ ........................................................................ (33)

2. Neka je data shtajna promenljivaX : N( 4, 2,25) .
[zracunati verovatnéu P{X < 7,3}.
ReSenje:
P{x <73 =F(73)= ‘{%} = ¢22)=098610.
Vrednost¢(2,2) smo uzeli iz tablice V.

Verovatnoca slu¢ajne promenljive u datom intervalu

Ve¢ smo videli da verovatrda da neprekidna stajna promenljiva uzme vrednost
iz intervala

X

[xl, x2] je P{xl <X< x2} = F! f(x)dx= F(xz)— F(xl) ................................. (34)

Ako je X slwajna promenljiva sa neprekidnom raspodelom:N(u,az),
koristeli se funkcijom raspodeleg standardizovane normalne raspodele
dobijamo

P{)gSXSXZ}ze{XZ;ﬂJ—;{Xl;’UJ ................................................. (35)

Posto je

P{sz}=F(x)=¢£X_’uJ, ................................................................. (36)

g

toje
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ool

Primer:

1. Data je sldajna promenljivaX : N( 5,0,25).

Izracunati sledée verovatnoée:
a) P{39<X<58;

b) P{54<X<68;

c) P{X > 4,7};

d) P{x<38g.

ReSenje:

a) P{39<Xx <58 =‘{5-8‘5J_‘{3,9—5

05 05
¢(16)-¢(- 22) = ¢(16)-[1- ¢(22)] =

05 05

#(16)+¢(22)-1= 094520+ 098610-1= 0,93130

b) P{5,4< X < 6,8} :{6-8_5J_¢{5,4—5

j:

= ¢(36)- ¢(08) = 099997~ 0,78814=0,21183

05

o) P{X>a7} :1-{@} -

=1-¢(- 06)=1-[1-¢(06)] = ¢(06) = 0,72575

05

d) P{x<3g= ‘{Ej -

= ¢(- 24) =1-¢(24) =1-09918=0,0082.

Vrednosti funkcije¢g uzeli smo iz tablice V.

Pravilo tri sigme kod normalne raspodele:

Odredimo verovatnau da sldajna promenljivaX : N(y,az) uzima vrednosti iz

intervala(ﬂ -Z0,U+ za), z>0.
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oy o2,
=d2)-d-2)=d2)-[1-dz)| = 24d2) -1

Ako je z= 1,2,3,.., , onda dobijamo
P{u-0<X<u+a}=06826.
P{u-20 <X < pu+20}=09544

P{u-30 <X < u+30}=09973

Zn&i, kod normalne raspodele u pojasu levo pdza ¢ i desno od ¢ za o
nalazi se oko 0,68 jedinica statike mase, dok levo odu za 20 i desno od u
za 20 nalazi se oko 0,95 jedinica statiké mase. U pojasu levo odt za 3o i

desno od i za 30 nalazi se oko 99% statitie mase.

68 %

95%

99% S~

w3o u-20 u-o U u+o u+20 u+3o

Slika 7.
MoZemo umesto funkcije raspodele da koristimo kdijni oblika

e2dt

hI
¢ije vrednosti imamo u tablici VI.

Jasno je da je odnos funkcij&éz) i (Ll(z) dat relacijom

¢l(z) = 2¢(z) St ST PR

Primeri:

1. Slwajna promenljiva X ima normalnu raspodeILX:N(120,25). Odrediti
simetran interval oko t&ke x =120 u kome sldajna promenljiva uzima

vrednost sa verovatiom p = 095.
ReSenje:
U tablici VI vidimo daje¢1(z) =095 za z= 196, te imamo
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P{120- 5196< X <120+ 5196 = 095 {.
P{1102< X <1298} = 095.

2. Masina izrduje neki proizvod. Karakterigtha dimenzija tog proizvoda je
slitajna promenljivaX : N(,u, 02). Polje tolerancije za tu dimenziju je interval

(,u—za,,u+ za). Koliki je parametarg?, ako héemo da oko 95% proizvoda
ima dimenziju u polju tolerancije Sirine 0,32?

ReSenje:

Na osnovu zahteva primer@=0, 9545 iz tablice VI, ¢l(2):O,9545 za
Z2=2.7Zndi,

P{p —20< X<u+ 20} = 0954, a Sirina ovog intervala je

u+20 - (u-20)=40 = 032, prema zahtevu zadatka, odaklesje= 0,0064.

7.5 Sluéaj ne promenljive sa Studentovom raspodelom

Sluéajna promenljiva T ima Studentovu raspodelu, aknj¢gma gustinaf (t) data
formulom:

r(n+1j ) -n+l
f(t)zi 2 [E1+t_j ’ , (40)

ynmro (N n
2
. n n+l .. . . . . .
gde je F[E,TJ gama funkcija, an prirodan broj. Brojn zovemo i broj stepena
slobode.
fiv)
-to O to =t
Slika 8.

Funkcija f(x) je neprekidna, parna, pozitivha za svakpa asimptota joj je
osax.
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MoZe se pokazati da za &hinu promenljivu sa Studentovomo raspodelom vazi
n 6
o’=——,n>2,a=0, f=3+ ,
n-2 n-4
Sto zn&i da je Studentova raspodela nesto spljoStenijaoohalne raspodele.

Funkcija raspodele stajne promenljive sa Studentovom raspodelom data je
izrazom

n+1 -n+1
r(z j LYz
Srt)=——=~ j [1+_j X ettt (41)
\/nm'(nj —
2
U tablici VII date su vrednostBr(t) za razne vrednosti i razlicit broj stepena

slobode, na osnovu kojih se mozetingerovatn@a da sldajna promenljivaT
uzima vrednost u interval(i—t,t), tj. P{—t <T< t} = ZSr(t)—l.

Verovatn@a da sldajna promenljival uzima vrednost van interva(at,t) je

P{T|>t} =1 (2Sr{t) 1) = 2L=SHt)) +-vvvvvvvvvvvvevenniss s (42)
(slika 8).
U tablici VIII u prilogu za datu vrednosthI—Sr(to) date su vrednostj,.

Primer:

1. Odrediti vrednost, sluajne promenljive koja ima Studentovu raspodelu, ako
je:

a) P{t<t}=095, n=20;

b) Pft=t}=001, n=15;

c) P{-t,st<t)}=095, n=22.

ReSenje:

Koristeti podatke iz tablice VIII imamo:

a) Pft<t,}=095, n=20, odakle jet, = 2086;

b) P{t=t}=001, n=15, pajet, = 2602;

c) P{-t,<t<t}=095 n=22,1t,= 2074

7.6 x? raspodela

Neprekidna sléajna promenljivaX ima x? raspodelu dta se ,hi* kvadrat) ili
gama raspodelu, ako je njena gustina:
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gde jen prirodan broj i predstavljaroj stepena sloboc

Posto jex uvek pozitivno, uzima se da je= x?, pa funkcija raspodele ima oblik

1
olr?)=— -
2zr[j
2
Grafik funkcije y= g(x) je u prvom kvadrantu polazi od koordinatnog:gta i
raste do modusdl, =n-2, a potom pdinje da opada i asimptota x - osa.

X

oot

Slika 9

Pokazuje se da jeE(Xz):n, o?=2n, a:i, Sto znd da je raspodela
\2n
pozitivno asimettina i Sto jen vece postaje simettha. Koeficijent spoljostenos

12 . . .
B =3+— ikad n - o, spljoStenost tezi normaln
n

2
Neka je X slucajna promenljiva sa raspodelc X : N (,u, 02), onda jey?® = [ﬂj
o

slutajna promenljiva koja img? raspodelu sa stepenom slob n=1.

Ako su X, X, ,...,X, nezavisne promenljive sa normalnom raspode N(,u, 02),
tadaje

—\2
z_n Xi—X
=32

promenljiva say? raspodelom sa stepenom slobin-1, pri éemu je

X = X,

S|

n
i=1
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sliCajna promenljiva koju nazivamo aritm#é&a sredina promenljivih
Xis Xy ey Xy

Flre)=—2 Xf(xznﬁzﬁngd ) I (45)

02 r[nj 0

2
je funkcija raspodele.

U tablici X u prilogu date su vrednosti za funkcipspodele zan < 30, a kako x?

raspodela tezi normalnoj raspodeli sa gavgem n, za n>30 moZzemo Koristiti
vrednosti iz tablice za normalnu raspodelu.

Verovatnd@a da sldajna promenljiva uzima vrednost izvan intervé@a}(g) je

P > 2 =1 F(X2) o (46)

U tablici X iz priloga mozZe se péiati vrednostF(Xg). Za n>30, pribliznu
vrednosty; mozemo izréunati poméu FiSerove formule

a z, je odreieno iz

 C =1 ) IR (48)

gde je¢ funkcija raspodela za standardizovanu normalnpoceu.

Primer:
1. Odrediti x2 zan=230, ako je P{)(2 >X§}= 010.
ReSenje:

Iz prethodnih relacija imamo:

dz)=F(x2) =1-P{x> > x2} =1- 01=09.

U prilogu iz tablice V moze se piitati da je ¢(zo): 09, za z,=128, pa iz
FiSerove formule imamo da je

¥ %(ZO +¢T_1)2 :%(128+«/ 2[30—1)= 4015.

Iz tablice X zaP{)(2 >X§} = 010 i stepen slobod@ = 30 mozemo prditati da

je stvarna vrednosy? = 4026dakle vidimo da se to ne razlikujeasajno

od 40,15. Ubudée ove relacije koristimo samo kad je>30, a u naSem
primeru zan =30 smo Koristili samo da uporedimo te vrednosti.
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