Verovatnoca

Kada se uzme, na primer, ostvarenje prodaje neke kompanije, tada se moze nabrojati na
desetine 1 stotine razliCitith faktora koji uticu na prodaju, pocevsi od organizacije procesa
proizvodnje (ljudski rad, sredstva za rad i predmeti rada) i dalje trzi$nih tehnoloskih, socijalnih,
politickih 1 drugih uslova. Pri tome treba imati na umu da se neki faktori mogu posmatrati
kvantitativno, da su drugi kvalitativnog karaktera, da za neke postoje merenja, a da neki verovatno
nisu jos$ ni otkriveni kao faktori uticaja. 1z ovoga se mogu zakljuciti dve stvari:

Verovatnoca kao izraz mere ocekivanja da se neki dogadaj desi, vazno je uporiste
statistickog zakljucivanja, koji se izvodi u uslovima manje ili veée neizvesnosti. Teorija
verovatno¢e pomaze zakljucivanju na osnovu nekih proslih informacija i neizvesnosti. TO se
posebno odnosi na formulisanje metoda za zaklju€ivanje o vrednostima parametara populacije na
osnovu informacija iz uzorka.

Postavlja se, logi¢no, pitanje, kako mozemo samo na osnovu jednog dela neke celine da
donesemo zakljucak o toj celini. Odgovor na to pitanje daje verovatnoc¢a, koja predstavlja most
izmedu uzorka i ¢itavog skupa. Bez teorije verovatnoce statistika ne bi bila ono §to jeste, a to je
univerzalni nau¢ni metod primenljiv u svim oblastima prirode i druStva. Pri tome, nije nam
potreban celokupni matematic¢ki aparat teorije verovatnoce, ve¢ samo razumevanje osnovnih
koncepata i kategorija.



1. Osnovni pojmovi

U teoriji verovatno¢e osnovni pojmovi su eksperiment, ishod i prostor uzoraka tj. prostor
elementarnih dogadaja. Realizacije eksperimenta su ishodi (elementarni dogadaji), kao skup
unapred poznatih mogucénosti realizacije. U svakom izvodenju eksperimenta realizuje se samo
jedan ishod, §to znaci da su elementarni dogadaji medusobno iskljucivi.

Ishodi slu¢ajnog eksperimenta nazivaju se elementarnim dogadajima.
Prostor uzorka je skup elementarnih dogadaja.

Slucajan dogadaj predstavlja podskup tog skupa i ¢ini ga jedan, dva ili vise elementarnih
dogadaja.

Siguran dogadaj jednak je skupu elementarnih dogadaja i realizuje se svaki put kada se
izvodi eksperiment.

Nemogué dogadaj je onaj koji se ne moze realizovati prilikom izvodenja opita.
Verovatnoc¢a dogadaja A je realan broj, koji se obelezava sa P(A) sa osobinama:

1. Svakom slu¢ajnom dogadaju A odgovara nenegativan broj P(A) koji predstavlja njegovu
verovatnocu, tako da je P(A) >0
2. Verovatnoca sigurnog dogadaja je P(S) =1.

3. Za medusobno disjunktne skupove A, verovatnoca njihove unije jednaka je zbiru
njihovih verovatnoca tj.

Ako je AiN A.= @ onda je P (A1 NA;) =P (A)+P (A.).

Prema vrednosti verovatno¢e dogadaj moze biti:

e Nemogu¢ dogadaj ima verovatnocu P(A) = 0;
Verovatno¢a malo verovatnog dogadaja je P(A) < 0,5;
Verovatnoc¢a sumnjivog dogadaja je P(A) = 0,5;
Verovatan dogadaj ima verovatno¢u P(A) > 0,5.

1.1. Klasi¢na definicija verovatnoce

Ako skup elementarnih dogadaja nekog eksperimenta ima n elemenata sa jednakim
mogucnostima realizacije svakod od njih i ako realizacija ukupno k elemenata (k < n) povlaci

realizaciju dogadaja A, tada je verovatno¢a dogadaja A data izrazom:

P(A) :%



Ovako definisana verovatno¢a upucuje na svojevrsno ocekivanje prilikom izvodenja
eksperimenta. U prakti¢énim uslovima, ova o¢ekivana vrednost u manjoj ili ve¢oj meri odstupa od
ishoda koji se realizuje.

Verovatnoca definisana na ovaj nafin naziva se verovatnoc¢a a priori i vazi kada je prostor
elementarnih dogadaja konacan, a elementarni dogadaji imaju jednaku verovatnocu ostvarenja.

Primer 1.

Baca se kocka i posmatra broj koji padne s gornje strane. Trazi se verovatnoca da pri
jednom bacanju padne neparan broj.

ResSenje:

Mogu¢i ishodi su 1, 2, 3, 4, 5 1 6. Ishodi su uzajamno iskljuceni i jednako verovatni jer se
podrazumeva da je homogena kocka pravilnog oblika, tako da ni jedan ishod nije favorizovan. Od
Sest mogucih ishoda tri ishoda su povoljna 1, 3 i 5.

Verovatnoca da pri jednom bacanju padne neparan broj onda je
k_ 3

P(A)=-=>=05
n 6

1.2. Statisticka definicija verovatnoce

Oznac¢imo sa N broj ponavljanja slucajnog eksperimenta, a sa Na broj pojavljivanja
dogadaja A u tih N ponavljanja. Statisticka, ili verovatnoéa a posteriori odreduje se nakon
izvrSenog eksperimenta, na osnovu dobijenih empirijskih vrednosti, kao grani¢na vrednost
relativnog uceséa javljanja dogadaja A prilikom N ponavljanja datog opita:

P(A) = Ilvigo’jv—f‘ .

S obzirom da se u praksi eksperiment izvodi samo konacan broj puta, ova verovatnoca se
ne moze precizno odrediti kao grani¢na vrednost, nego se samo ocenjuje kao relativna frekvencija
dogadaja A u N ponavljanja eksperimenta 1 izraZava se kao:

P(A)="4, 4 P(A) = L.

1.3. Subjektivna verovatnoca

Kada se dogadaji javljaju samo jedanput ili kada se uslovi njihove realizacije znacajno
razlikuju, tada se njihova verovatno¢a moze odrediti i na osnovu misljenja odredenih lica koja su
na neki nacin upucena u realizaciju dogadaja. Polaznu osnovu za davanje ocene o verovatnoci
desavanja nekog dogadaja ¢ini znanje, iskustvo i raspolozive informacije tih lica (eksperata), koja



prema svom ubedenju daju ocenu trazene verovatnoce. U nekim prakti¢nim istrazivackim
procedurama ovo je neophodna zamena u slucajevima kada se ne raspolaze podacima za
odredivanje egzaktne verovatnoce.

Nasuprot statistickoj 1 matemati¢koj verovatno¢i (koje smatramo objektivnom
karakteristikom pojave), subjektivna verovatnoc¢a odrazava li¢ni stav pojedinca i razlikuje se od
osobe do osobe. Subjektivna verovatnoca se koristi u teoriji odlu¢ivanja u uslovima neizvesnosti
koja je poznata pod nazivom Bayesova teorija odlu¢ivanja.

1.4. Uslovna verovatnoca i nezavisnost dogadaja

Verovatnoc¢a dogadaja A, kada je poznato da se realizovao dogadaj B, naziva se uslovna
verovatno¢a dogadaja A kada se dogodio B, i obelezava se sa P (A|B). Ova verovatnoca se
izracunava kao:

P(ANB)
P(B)

P(A/B) = . zaP(B) > 0.

Nezavisni dogadaji su oni kod kojih ostvarenje ili neostvarenje jednog dogadaja nema
uticaja na verovatnocu ostvarenja drugog dogadaja, tako da je:

P(A/B) =P (A), P(B/A) =P (B) ili P(An B) =P(A)-P(B)

Dva dogadaja su nezavisna ako je verovatnoca njihovog istovremenog ostvarivanja
jednaka proizvodu njihovih pojedinacnih verovatnoca.

Primer 2.

Od 15 proizvoda 3 su neispravna. Proizvodi su zapakovani tako da se ne moze odmah
videti koji su proizvodi neispravni. Slu€ajno se izvlace dva proizvoda.

Kolika je verovatnoc¢a da oba proizvoda budu ispravna?
ResSenje:

Neka je dogadaj A izvuceni proizvod je ispravan. Verovatnoca tog dogadaja je:

P(A)===08.

Dogadaj B/A je: drugi izvuceni proizvod je ispravan pod pretpostavkom da je prvi izvuceni
proizvod ispravan. Nakon izvucenog prvog proizvoda koji je ispravan, ostaje 11 ispravnih
proizvoda od preostalih 14. Verovatnoca tog dogadaja je

P(B/A) =1, =0,786.
Ocigledno je da su ova dva dogadaja medusobno zavisna, jer je ocekivanje realizacije
drugog dogadaja vezano za realizaciju prvog. Verovatnoca da oba proizvoda budu ispravna je:

P(ANB) = P(4) - P(B|A)= % : ﬁ = 0,629,



Totalna verovatnoéa (Bayesova formula )

Neka prostor elementarnih dogadaja, S razlazu dva iskljuciva dogadaja A i1 A,. Dakle,

S=AUA i AnA=0.

Razmotrimo verovatno¢u nekog dogadaja B.

Iz B=BA UBA,, prema aksiomi za verovatnoc¢u unije skupova €iji je presek prazan, dobijamo
formulu totalne verovatnoce:

P(B)=P(BAUBA )=P(BA)+P(BA )=P(B|A)-P(A)+P(B|A)-P(A)

U opstem slu¢aju, ako N medusobno iskljuc¢ivih dogadaja razlazu prostor S, odnosno, ukoliko
vazi: S=A UA UA U...UA, , totalna verovatnoca dogadaja B jednaka je:

P(B)=2 P(B[A)-P(A)

Odgovor na obrnuto pitanje: Ako je poznato da se realizovao dogadaj B, kolika je verovatno¢a da
se realizovao dogadaj A , k=0,1,2...n, daje Bajesova formula:

P(BA) _P(BIA)-P(A)
PAB)= S R )

Primer 5.

Masina M, proizvodi 15% defektnih proizvoda, a masina M, 25%. U magacinu se nalazi 70%
proizvoda izradenih maSinom M/, a 30% maSinom M, .

a) Kolika je verovatnoc¢a da je slu¢ajno odabrani proizvod iz magacina defektan?
b) Pretpostavimo da smo na sluc¢ajan nacin uzeli jedan proizvod iz magacina i da je on defektan.
Kolika je verovatnoca da je proizvod izraden na masini M, ?

Resenje:
Uvedimo slede¢e dogadaje:

A - proizvod je izraden maSinom M,
A, - proizvod je izraden maSinom M,

D - slucajno odabrani proizvod iz magacina je defektan



Iz uslova zadatka imamo:

P(A))=0,7 P(A2) =03 P(D\A1))=0,15 P(D\A2) =0,25

A i A, sumedusobno iskljucivi dogadaji od kojih jedan mora da se realizuje, pa se primenjuje
formula za totalnu verovatnodu:

a) P(D) = P(D\A1) P(A1) + P(D\A2) P(A2) = 0,15 - 0,7 + 0,25 - 0,3 = 0,18

b)
P(D\A1)P(4,) 0,15-0,7

PUAND) = P(D) 0,18

= 0,58

2. Slucajna promenljiva

U deskriptivnoj statistici koristi se termin obelezje kao osnovni pojam na osnovu koga se
jedinice posmatranja medusobno razlikuju. Medutim koncept obelezja nije dovoljan kada se
suofimo sa realnim problemima. Potrebno je uvesti nove pojmove i nafine da bismo resili
probleme u stvarnosti.

Realne pojave se modeliraju i na najbolji i najadekvatniji nadin opisuju teorijskim
modelima. Ipak ovi modeli ne mogu egzaktno i do kraja, da opiSu realnost, ve¢ samo
aproksimiraju, bolje re¢eno pojednostavljuju stvarnost. Ipak ti modeli nam omoguéavaju da se na
naucni nacin suo¢imo sa problemom i donesemo odluku u uslovima neizvesnosti. Takode, svaki
model se zasniva na ideji da je nemoguce unapred predvideti koju konkretnu vrednost ce
posmatrana pojava uzeti u nekom slucaju.

Postoje ,,zavisne” i ,,nezavisne” promenljive. Promenljiva koju istraziva¢ zeli da objasni
jeste zavisna promenljiva i najcesce se obelezava sa X, dok je promenljiva, za koju istrazivac
o¢ekuje da ¢e objasniti promenu Y, oznaCena kao nezavisna promenljiva X, a njihova veza se
1zrazava sa

Y =f(X).

Sluc¢ajna promenljiva je numeri¢ka funkcija koja svakom ishodu dogadaja pridruzuje
jedan realan broj. Slu¢ajne promenljive mogu biti diskretne ili neprekidne.

Zakon raspodele (gustina rasporeda) je skup vrednosti slucajne promenljive i
odgovarajuc¢ih verovatnoca.

Raspored verovatno¢e daje nam najpotpuniju informaciju o karakteristikama slucajne
promenljive.



Ako X moze uzimati vrednosti X,X,,X,,...X, sa verovatno¢ama p,, p,, Ps,...p,, tada je X

prekidna (diskretna) slu¢ajna promenljiva, pri ¢emu vazi:
P+ P, + P +...+p, =1

Verovatnoc¢a p;, =P ( X = Xi) naziva se funkcija verovatnocée slucajne promenljive X .

o Distribucija sluc¢ajne promenljive X

X X X X
a , S 4
X:

Pp P P3.... Py

e Ocekivana vrednost (matematicko ocCekivanje, srednja vrednost) slucajne varijable X
obelezavase sa E ( X ) i definiSe se kao zbir proizvoda vrednosti koje slu¢ajna promenljiva

uzima i odgovarajucih verovatnoca.
n

E(X)=D %P =X P % - P+ X Py +oet X, - P,
i=1

e Varijansa slucajne varijable:
Var (X)=E(X ~E(X)) =E(X*)-(E(X))

Primer 6. U jednom poslovnom poduhvatu verovatnoéa profita od $5000 je 0,2, profita od $2000
je 0,5 a gubitka od $1500 je 0,3. Kolika je oc¢ekivana vrednost profita?

X - profit L. 5000 2000 1500
0.2 0.5 0.3

E(X):Zxi p, =5000-0,2+2000-0,5-1500-0,3=1550
i=1
Primer 7.
Slucajna promenljiva X data je rasporedom X: (10 11 12 )
/a /2 /a4

Odrediti varijansu.

ReSenje:
X; 0 1 2
D; 1/4 1/2 1/4
XiPi 0 1/2 1/2 inpi =1
x? 0 1 4




Ea)=zmm=1Ea6=zﬂzm=;
o’= VClT(X): E(Xz) - E(X)ZZ %- 1= %, o=./Var (X): /1/2 :g

Teorijski rasporedi prekidne slu¢ajne promenljive

1. Binomni raspored

Ukoliko izvr§imo n ponavljanja opita koji moze imati samo dva, medusobno iskljuciva
ishoda, tada sluc¢ajna promenljiva X moze da uzme samo jednu od vrednosti 0, 1, 2,..., n.

Ukoliko slu¢ajna promenljiva X moze uzeti neku od vrednosti 0,1,2,...n sa verovatno¢ama:
p=P(X=i)=(])p'a""

pri ¢emu je:

i=012,...n
0<p<1
q=1-p

tada kazemo da je X binomna slucajna promenljiva, a navedeni izraz predstavlja binomnu
Junkciju verovatnoce.

Matematicko ocekivanje 1 varijansa binomne slucajne varijable jednaki su:
n

B S S

* Var(X)=E(X*)-(E(X))" =2 (7)pa" ~(np)" = npo

Binomni model zahteva da verovatno¢a uspeha, p mora biti konstantna iz opita u opit. Da bi ovaj
zahtev bio zadovoljen veoma je vazan nacin uzimanja uzorka iz populacije.
(n) nt  n(n-1)(n-2)...(n-k+1)(n-k)!' n(n-1)(n-2)....(n—k+1)

v )=

CkY(n—k)! k!(n—k)! k!

k!=12-3~(k—l)k
Primer 8.

Verovatnoca da je proizvod neispravan je 0,3. Kolika je verovatnoca da ce:
a) od 10 proizvoda biti najvise 2 neispravna,



b) od 10 proizvoda biti ta¢no 3 neispravna?

ReSenje:
X - slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj neispravnih proizvoda.
n=10;p=0,3; g=1-p=1-0,3=0,7.
a) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
(37)0,3°0,71°+(%)0,3%0,7°+(%)0,320,75= 0,3828.
b) P(X=3)=(%)0,3%0,77 = 0,2668.

Na osnovu ovoga moze se zakljuciti da je o¢ekivan broj neispravnih proizvoda od 100
proizvedenih proizvoda

E(X) =100-0,3 = 30 neispravnih.

Primer 9. Osigurani slucaj se realizovao 75 puta u 600 polisa. Odrediti verovatnocu da ¢e u
20 polisa osigurani slu¢aj biti realizovan:

a) tacno 3 puta; b) vise od dva puta.

Resenje:

Ozna¢imo sa X slucajnu promenljivu definisanu kao: X - broj osiguranih slucajeva od 20
polisa. Navedena slu¢ajna varijabla je binomnog tipa, odnosno vazi¢e slede¢i zakon
verovatnoca:

p=P(X=i)=(])p'q""
Kako je:
n=20 i p:P(osig.slucaj)=%=0,125, q=1-p=0,875 sledi:

a) P(X =3)=(%)0,125°(1-0,125)" =2i+9'318-0,1253 .0,875" = 0,23

b) P(X >2)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)]=1-0,4464 = 0,5536

P(X =0)=(3)0,125°(1-0,125)" =1-1-0,875” = 0,0069
P(X =1)=(}*)0,125'(1-0,125)" =20-0,125-0,875" =0,1725

P(X =2)=(%)0,125"(1-0,125)" = %-0,1252 0,875 =0,267



2. Poisson-ov raspored

Ako je broj opita veliki tj. n — oo direktno izra¢unavanje verovatnoce za odgovarajuce
vrednosti slu¢ajne promenljive X koja ima binomnu raspodelu postaje otezano.

Takode, u sluc¢ajevima kada je verovatnoca uspeha veoma mala (najéesée p <0,05) i kada
je n > 20, tada umesto binomnog modela moze se koristiti Poisson-ov model, kao zadovoljavajuci
nacin aproksimiranja verovatnoce.

Poisson-ov raspored, medutim, ne sluzi samo za aproksimiranje binomnih verovatnoca.
Pomocu njega se mogu opisati mnoge pojave, bilo u vremenu, bilo u prostoru:

broj klijenata koji su u redu i ¢ekaju neki servis,
broj saobracajnih udesa tokom nedelje,

broj Stamparskih greSaka po stranici,

broj zastoja u radu masine u preduzecu,

broj defekata na kvadratnom metru,

godisnji broj umrlih od retke bolesti u gradu,

broj osiguranika itd.

© N o gk~ e

broj korisnika mobilne mreze itd.

Za sluc¢ajnu promenljvu X kazemo da je Puasonovog tipa ukoliko na slu¢aj moze uzimati neku
od vrednosti 0,1,2,...sa verovatno¢ama:

LA
=e }"—

p;=P(X=1]) i

Matematicko ocekivanje i varijansa Puasonove slucajne varijable jednaki su:
0 I /IJ
o E(X)=2X;p;=> e l-_,:’i
i1 =0 J:
e Var(X)=E(X?)-(E(X)) =4
Binomna distribucija moZe se aproksimirati Puasonovom kada vazi:
- p jeveomamalavrednost, n>501in-p<5.

Primer 10. Osiguranje je primalo dnevno u proseku 3 zahteva za naplatu Stete. Odrediti
verovatnocu da ¢e odredenog dana broj takvih zahteva biti:



a)
b)

a) tacno dva; b) nijedan; c) najmanje tri.
Resenje:

X - broj odstetnih zahteva u toku jednog dana X : 0,1,2,...

Navedena slucajna varijabla je Puasonovog tipa, Ciji je parametar raspodele jednak:
A=E(X)=3.Prema izrazu:

L A
pjzp(xzj):eﬂF
imamo:
53 53
a) pZ:P(X:Z):e:‘E:O,ZZ b) pO=P(X=O):e3a:0,05

¢) P(X 23)=1-[P(X ;o)+ P(X =1)+P(X =2)]:1—[o,oé+o,15+o,22]=o,58

Primer 11.
Stanica hitne pomo¢i prima u proseku 12 poziva na sat. Kolika je verovatnoca da ¢e u
periodu od 10 minuta biti:

a) bar jedan poziv,
b) najvise 1 poziv?

ResSenje:

X je slucajna promenljiva koja predstavalja broj poziva stanice hitne pomo¢i u vremenskom
periodu od 10 minuta. Zna se da 12 poziva na sat, znaci isto §to i 2 poziva za 10 minuta. Broj
poziva za 10 minuta je Poisson-ova promenljiva sa 4 = 2.

P(X >1) = 1-P(X = 0) = 1—e 2 = 0,8647
0,-2 1,-2
P(X< 1) = P(X=0) + P(X=1) = *——+Z——= 7% + 2¢™2 = 0,4060

Predmetni nastavnik: dr Slavica Dabeti¢



