
5. Numeriqke deskriptivne mere: sluqaj
negrupisanih podataka

Serija podataka se obiqno opisuje uz pomo� numeriqkih deskriptivnih
mera ili karakteristiqnih vrednosti. Prvo posmatrajmo tzv. mere cen-
tralne tendencije: aritmetiqka sredina, medijana i modus. U ovoj glavi
posmatramo ove mere u sluqaju negrupisanih podataka. Aritmetiqku
sredinu negrupisanih podataka definixemo kao:

aritmetiqka sredina =
zbir svih vrednosti

broj vrednosti

Ako je u pitaǌu osnovni skup, onda se ovo svodi na formulu

µ =

∑
x

N
,

a ako je u pitaǌu uzorak na formulu

x =

∑
x

n
.

Primer 1. Za seriju podataka iz primera 1.13 imamo da je

x =
∑

x

n
=

138
10

= 13,93.

Medijana je sredǌi qlan serije koja je ure�ena prethodno u neopada-
ju�i niz:

x1, x2, . . . , xn.

Ona deli niz podataka na dve jednake, po broju elemenata, grupe i ne
mora da odgovara vrednosti nekog qlana serije. Imamo dva sluqaja:

1) ako je broj qlanova serije neparan, onda je medijana jednaka sred-
ǌem qlanu serije, tj. ako je n = 2k + 1, onda je medijana jednaka xk+1;

2) ako je broj qlanova serije paran, tj. n = 2k, onda se po dogovoru
za medijanu uzima vrednost

x2k + x2k+1

2

Primer 2. Za seriju podataka iz primera 1.13, posle sre�ivaǌa podataka u neopa-
daju�i niz, dobijamo niz

5, 9, 11, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 21, 21, 21, 22, 23, 24
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Kako je broj elemenata serije neparan, to je u naxem sluqaju medijana jednaka vrednosti
18.¤

Modus je vrednost koja se javǉa sa najve�om frekvencijom u seriji po-
dataka. Serija, s obzirom na to koliko ima razliqitih vrednosti koje
se pojavǉuju sa najve�om frekvencijom u ǌoj, mo�e biti unimodalna, bi-
modalna, multimodalna, a mo�e i da ne postoji uopxte modus za datu
seriju (u sluqaju kada su svi podaci serije razliqiti me�u sobom).

Primer 3. Za seriju podataka iz primera 1.13 imamo da je modus broj 21, a serija je
unimodalna.¤

Odnosi izme�u aritmetiqke sredine, medijane i modusa zavise od tipa
krive raspodele frekvencija. U sluqaju promenǉive sa simetriqnom
krivom raspodele frekvencija vrednosti koje uzimaju aritmetiqka sred-
ina, medijana i modus se poklapaju. U sluqaju kada je kriva raspodele
frekvencija asimetriqna udesno [ulevo] najve�a [najmaǌa] je aritmetiqka
sredina, a medijana se nalazi izme�u aritmetiqke sredine i modusa.

Qesto mere centralne tendencije nisu dovoǉne u analizi negrupi-
sanih podataka, pa se stoga koriste i mere disperzije. Osnovne mere dis-
perzije su: interval varijacije, varijansa i standardna devijacija.

Primer 4. Posmatraju se godine starosti radnika dve firme. U sluqaju firme A
dobijena je serija

45, 38, 39, 35, 47, 40, 36

a u sluqaju firme B dobijena je serija

18, 52, 70, 33, 27

Predstavimo ove serije odgovaraju�i vrednostima na brojnoj osi:

0

0

A :

B :

Obe ove serije imaju istu aritmetiqku sredinu — 40, ali i povrxni pogled na gorǌu
sliku nam govori da se ovde radi o dve veoma razliqite serije. Stoga aritmetiqka
sredina u ovom sluqaju nedovoǉno dobro opisuje ove grupe podataka.¤

Interval varijacije se definixe slede�om relacijom:

interval varijacije = najve�a vrednost− najmaǌa vrednost

Varijansa osnovnog skupa σ2 i varijansa uzorka s2 se raqunaju po slede-
�im formulama:

σ2 =

∑
(x− µ)2

N
, s2 =

∑
(x− x)2

n− 1
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(u posledǌij formuli se umesto n koristi vrednost n − 1 da vrednost
disperzije uzorka ne bi bila potceǌena).

Umesto gorǌih formula koriste se tzv. radne formule za izraquna-
vaǌe varijanse koje znatno olakxavaju ǌihovu primenu i izvedene su iz
ǌih:

σ2 =

∑
x2 − (

∑
x)2

N
N

, s2 =

∑
x2 − (

∑
x)2

n
n− 1

.

Sada, standardnu devijaciju, u sluqaju osnovnog skupa i uzorka, defin-
ixemo kao

σ =
√

σ2, s =
√

s2.

Primer 5. U jednom spisku najbogatijih ǉudi planete koji je objavio Forbes 8. marta
2012. godine figurisala su i imena slede�ih milijardera (sa odgovarju�om sumom novca
izra�enom u milijardama dolara, koje su oni posedovali u tom trenutku):

milijarder bogatstvo

Carlos Slim Helu 69

Bernard Arnault 41

Amancio Ortega 37, 5

Larry Ellison 36

Eike Batista 30

Li-Ka-Shinga 25, 5

Odredimo varijansu i standardnu devijaciju ovih podataka. Imamo da je

x x2

69 4761

41 1681

37, 5 1406, 25

36 1296

30 900

25, 5 650, 25

Iz ove tablice dobijamo da je

∑
x = 239,

∑
x2 = 10694,5

Primenom navedenih formula dobijamo da je

s2 =

∑
x2 − (

∑
x)2

n
n− 1

=
10694,5− (239)2

6
6− 1

= 234,87, s =
√

234,87 = 15,33. ¤
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Primetimo da su vrednosti σ2, s2, σ i s uvek nenegativne, a jednake
su sve nuli jedino ako su svi podaci jednaki po veliqini.

6. Numeriqke deskriptivne mere: sluqaj
grupisanih podataka

Posmatrajmo sada formule za izraqunavaǌe aritmetiqke sredine, vari-
janse i standardne devijacije grupisanih podataka.

Za aritmetiqku sredinu grupisanih podataka koristimo formule

µ =

∑
x′f

N
, x =

∑
x′f
n

gde je x′ odgovaraju�a sredina grupnog intervala, a f ǌegova frekvencija.

Primer 6. Saradnici jedne firme da bi doxli na posao troxe vremena u proseku na
put do 50 minuta. Slede�om tablicom su dati podaci koliko zaposleni ove firme troxe
vremena u proseku na put:

Vreme provedeno u transportu Broj zaposlenih

0–< 10 4

10–< 20 9

20–< 30 6

30–< 40 4

40–< 50 2

Na osnovu ove tablice mo�emo formirati slede�u tablicu:

Vreme provedeno u transportu f x′ x′f

0–< 10 4 5 20

10–< 20 9 15 135

20–< 30 6 25 150

30–< 40 4 35 140

40–< 50 2 45 90

Iz posledǌe tablice izraqunavamo aritmetiqku sredinu za date grupisane podatke:

µ =
535
25

= 21,40. ¤
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Varijansa grupisanih podataka, u sluqaju osnovnog skupa i uzorka, se
izraqunava, redom, po slede�im formulama

σ2 =

∑
f(x′ − µ)2

N
, s2 =

∑
f(x′ − x)2

n− 1

Posledǌe formule se svode na slede�e (tzv. radne formule, koje su jed-
nostavnije za korix�eǌe u praksi):

σ2 =

∑
x′2f − (

∑
x′f)2

N
N

, s2 =

∑
x′2f − (

∑
x′f)2

n
n− 1

Standardna devijacija grupisanih podataka se, kao i u sluqaju negrupi-
sanih podataka, raquna, u zavisnosti od toga da li posmatramo osnovni
skup ili uzorak, po slede�im formulama

σ =
√

σ2, s =
√

s2

Primer 7. Pogledajmo prethodni primer. Tada mo�emo formirati slede�u tablicu:

Vreme provedeno u transportu f x′ x′f x′2f

0–< 10 4 5 20 100

10–< 20 9 15 135 2025

20–< 30 6 25 150 3750

30–< 40 4 35 140 4900

40–< 50 2 45 90 4050

Iz tablice dobijamo da je

N = 25,
∑

x′f = 535,
∑

x′2f = 14825,

pa je

σ2 =

∑
x′2f − (

∑
x′f)2

N
N

= 135,04,

odnosno,
σ =

√
135,04 = 11,62min. ¤

Pre nego xto damo neke primere korix�eǌa standardne devijacije
dajmo jedno pravilo koje se qesto koristi u praksi, a zasnovanost tog
pravila sledi i slede�eg tvr�eǌa, koje dajemo bez dokaza.
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теоријска крива

укупна површина 1

површина ово дела је 1-1/k2

mm- sk m+ sk

Teorema 1. [Qebixovǉeva teorema] Za bilo koji broj k > 1, najmaǌe
1− 1/k2 vrednosti (relativna frekvencija) podataka se nalazi u opsegu k
standardnih devijacija od aritmetiqke sredine, odnosno, (1− 1/k2) · 100 %
podataka se nalazi u kσ-okolini taqke µ.

Primer 8. Na primer, ako je k = 2, onda se

1− 1
k2

= 1− 0,25 = 75%

podataka nalazi u 2σ-okolini taqke µ.
Ako je k = 3, onda se

1− 1
k2

= 89 %

podataka nalazi u 3σ-okolini taqke µ.¤
Primer 9. U jednoj grupi od 4000 �ena sa visokim krvnim pritiskom utvr�eno je da

je
µ = 187 i σ = 22.

Odrediti najmaǌi procenat �ena u ovoj grupi koje imaju sistolni krvni pritisak izme�u
143 i 231.

Kako je 231− 187 = 44, to je k = 44/22 = 2, pa je tra�eni procenat jednak 1− 1/k2 =
75%.¤

Iz teoreme Qebixova mo�e se izvesti tzv. empirijsko pravilo, koje
tvrdi da se za normalnu raspodelu

1) 68 % vrednosti se nalazi u opsegu 1σ
2) 95 % vrednosti se nalazi u opsegu 2σ
3) 99,7 % vrednosti se nalazi u opsegu 3σ

oko aritmetiqke sredine.

Primer 10. U jednom uzorku od 5000 osoba utvr�eno je da je

x = 40 godina i s = 12.
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Odrediti procenat ove populacije koji se nalazi u starosnim granicama od 16 do 64
godine.

Primenimo empirijsko pravilo. Vidimo da interval [16, 64] predstavǉa 2s-okolinu
taqke 40, pa je stoga najmaǌe 95% ove grupe osoba u datom starosnom intervalu.¤

7. Pozicione mere

Pozicione mere odre�uju poziciju jedne vrednosti u odnosu na druge
vrednosti u seriji podataka. Najqex�e se koriste slede�e pozicione
mere: kvartil, percentil i rang percentila.

Kvartili su tri deskriptivne mere koje dele seriju podataka rangi-
ranih po veliqini na qetiri jednaka dela; oznaqavamo ih sa Q1, Q2 i Q3.
Oqigledno da vrednost Q2 je jednaka medijani date serije podataka.

Q1 Q2 Q3

25% 25% 25% 25%

=

медијана

Qesto se uoqava i tzv. interkvartilna razlika koja se definixe na
slede�i naqin

interkvartilna razlika = Q3 −Q1

P1 P2 P3

1% 1% 1% 1% . . .

Percentili su vrednosti P1, P2, . . . , P99 definisane tako da je Pk vred-
nost od koje je taqno k % podataka maǌe ili jednako. Vrednost k-tog
percentila Pk se raquna po slede�oj pribli�noj formuli:

Pk = vrednost kn/100-tog qlana u rangiranoj seriji podataka

Rang percentila za odre�enu vrednost xi je procenat vrednosti u ser-
iji podataka koje su maǌe od xi i odre�uje se po slede�oj formuli:

rang percentila za xi =
broj vrednosti maǌih od xi

ukupan broj podataka u seriji
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