7. Osnovneraspodele sluéajnih promenljivih
7.1 Binomnaraspodela

Pretpostavimo da jedan opit ponavljamagouta, pod istim uslovima i da nas interesuje sasadizacija
dogataja A. Neka je P(A) =p,a P(K)zl— p=q. Slkajna promenljivaX koja predstavlja broj koliko
puta se un ponovljenih opita realizuje dodaj A je diskretna skkajna promenljiva sa mogim skupom
vrednosti{ O,:L...,n}. Odredimo njenu raspodelu verovaiadi. verovatnée P{X =k}, k=01..,n.

Dogalaj {X = k} mozemo shvatiti kao skup svih nizova duzimegde seA javlja k puta, aA n-k

puta. Kako takvih nizova imEEJ, a svi imaju jednaku verovatéw p“q™™*, konano dobijamo da je

p =P{X =k} = (E} PEO T e (15)

Tako, odrédena raspodela verovatteozove se binomna raspodela, a koja zavisi od dreanetran i p,
pa je oznd&avamo X : B(n, p).
Primeri:
1. Kaolika je varovatnéa dace se prilikom 10 bacanja néi¢a glava pojaviti 3 puta?
ReSenje:
Ovde je X broj koji predstavlja koliko puta u 10 bacanjagala glava, a dogaj A koji nas

interesuje je: “da padne glava”. Dakle, u ovom @it X ima raspodeILB[lo,%), pa je traZzena

verovatn@a
10\ (1) (1Y 1
=PiX =3t = — —| =120F==01172.
Ps { } (3}%2} [ézj 510

U ovom primeru izréunali smo verovatria korist&i se formulom. Méutim, za neke vrednosti
parametaran i p moZemo verovatri@ praitati iz tablice u prilogu.

2. Jedna masina daje 5% neispravnih proizvoda komgtaokom vremena. Kolika je verovat@oda se
medu 6 proizvoda ndu 3 neispravna proizvoda?

ReSenje:
Verovatn@a da ¢e proizvod biti neispravan jep= 005, a dace proizvod biti ispravan je
g=1-p=095, n==6, k=3. Prema formuli traZzena verovatao  je

p=P{x =3 = @ (D0S* [095° = 0002,

U slwaju velikih vrednostik i n ¢esto se koristimo rekurzivhim obrascem za darevanje
verovatnge, koji dobijamo iz odnosa prethodne i narednewaraxe. Naime, imamo da je

- n k+1 . n—~(k+1)
pk+l (k +1J p q ’

paje
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, odakle posle sdivanja dobijamo

Py n! K rank

ki(n-k) P
M:LkEg,odnosnopkﬂ:n_k [P ceereeeeneneeseneensseeneneeeseenes (16)
P k+l g k+1 q

Izraz (16) predstavlja rekurzivni obrazac koji mmeprimeniti za izréunavanje verovatie p,.,
kada smo w& izracunali verovatnéu p,. Tako, za k=012,.,n imamo p, = nE-rEEpO,
q

n-1_p n-2_p
=——F[p, p.=—0EF[p,, ..
P, > qul Ps 3 quz
To zn&i, da, ukoliko znamo p,, moZzemo da iz&unamo p,p,,....Verovatnéu p,, lako
izratunavamo jer jep, =q".

3. U skupu proizvoda &kujemo da bude 10% neispravnih. |z tog skupa ibaloe6 proizvoda.
Izratunajmo sve verovatie zak = 0,1,...,6 na osnovu rekurzivne formule.

ReSenje:
Prvo izr&unajmo p, =q" = 09° = 0531, jerje p=01,aq=1-p=09i n=6.
Radi lakSeg ré&unanja formirajmo tabelu:

Tabela 1.
n-k p
k K+l a Py
0 - 0,111 0,531
1 6/1 0,111 0,354
2 52 0,111 0,099
3 4/3 0,111 0,015
4 3/4 0,111 0,001
5 2/5 0,111 0,000
6 1/6 0,111 0,000
2 1,000
01

p, =615~ [0531= 0354

P, 22E0111E0354: 0099 i td.

Parametri binomne raspodele
Parametri sleajne promenljiveX : B(n, p) jesu:

1. matemattko ocekivanje E(X) =np

2. varijansa ili disperzijas?(X)=npgq



3. standardna devijacija(X)=4/npq

4. koeficijent varijacijeV = a9
np
- . (q-py
5. koeficijent asimetrijea =
npq

1-6pqg

npq
U opStem sléaju binomna raspodela je asim&td. Asimetrija je véa ukoliko sep i q viSe meu
sobom po vetiini razlikuju.

6. koeficijent spljoStenostj? =3+

Ako je p=q= % binarna raspodela je simétra.

Ako je p<%, tada je pozitivno asimetria, odnosno ako j@ >%, tada je negativno asimeina. Kad
n- o, a - 0 tj. zadatop binomna raspodela smanjuje svoju asimetriju akaste.

Kad n - o, 8 - 3, tj. binomna raspodela teZi obliku sa normalnotjoSfenogu sa porastom veine
n.

7.2 Puasonova raspodela

Za sl&ajnu promenljivu X koja uzima vrednosti u skupl{l O,l2,..} kazemo da ima Puasonovu
raspodelu sa parametroan>0, u oznaciX : P(/l), ako je njen zakon raspodele:

p =P{X =k} =¢™ A (17)

Puasonova raspodela je i jedna od aproksimacipnine raspodele. Naime tmanje verovatn@a p, u
slutajevima kada jen veliko je skogano sa ré&unskim teSkéama, pa su od interesa aproksimativni
izrazi za verovatnge p, kad jen veliko, recimon>50, a np<10.

Puasonova aproksimacija
Ako ozn&imo np=A4 >0, tada je

k
kad n - oo,

n Y
pk:( ]pkq“k~e”r,k:0,],2, .................................................... (18)

Primeri:

1. Verovatn@a da je jedan proizvod defektan je 0,01. Iz velilsddpdiSta uzima se 100 proizvoda.
Kolika je verovatnéa da mdu tih 100 proizvoda:
a) bude t&no 5 defektnih;
b) broj defektnih nije vé od 10.
ReSenje:
Dogaiaj A je: “da je proizvod defektanP(A)=p= 001, a q= 099. Slwajni izbor 100 proizvoda
moZemo shvatiti kao ponavljanje tog opita 100 puteeizmenjenim uslovima tako da su pojedini opiti



medusobno neizmenjeni. MoZemo primeniti Puasonovu kgimeaciju, jer jenp=100001=1<10,
paje

5
a) P{x :5}:[120J [001° [099% = ‘191:5 = 0003

100

10 k
b) p= Z[ ]o,of‘ [(D9900* = kZ:(‘;e‘l D}(—I =1000.

Kako je Puasonova raspodela jedn@énmeodréena parametrom , to njena karakterisina svojstva
izrazavamo kao funkcije parametia

2

Matematéko osekivanje jeA, a disperzijag? = . Osobinu da jeE(X):a ima samo Puasonova

raspodela, pa kazemo da svaka raspodela u koﬂ)@ =o? jeste Puasonova raspodela.
o VA T | .
Koeficijent varijacije jeV =T' a koeficijent asimetrije j&r = ——. Puasonova raspodela je uvek

ik

pozitivno asimettina i teZi simettinoj raspodeli kadl - o .

Koeficijent spljostenostis =3+7l - 3, kadaA - o pokazuje da Puasonova raspodela tezi obliku

sa normalnom spljoStenaagsa porastom veline A .

Izraunavanje verovate prema Puasonovoj raspodeli moZze se olakSati pamerekurzivnog
obrasca

Obrazac nam omogava postupno izeanavanje ostalih verovaté®, kada znamo verovaifio p,
tija se vrednost taina prema izraziyp, = e

2. Za sl&ajnu promenljivu X: P(:L 2) izratunati verovatnée pk(k = 01 2,34) i odgovarajde
parametre.
ReSenje:
Na osnovu izrazgp, =€ je p, =€ *? =0,30119
Ostale verovatn@ ra&tunamo prema rekurzivnom obrascu:

pl—Epo—036143 pz—Ep1 0,21685,

b, —5 b, = 008674, p, = l42p 0002602

Odredimo koeflcuentecr i B:

>0, B= 3+——3,83>3

v

Dakle, raspodela ima desnostranu asimetriju i Sfgjoost véu od normalne.

7.3 Hipergeometrijska raspodela

Neka u skupu odN elemenata njilM ima neko obelezjeA, a N-M je bez tog obelezZja i neka iz tog



skupa uzimamo uzorak od elemenata. Oziano sa X broj elemenata s obelezjed u uzorku odn
elemenata. @gledno je da je X slwajna promenljiva koja uzima kotan broj vrednosti

X :01..K,.,n, ako jen<M . Sad treba da odredimo verovateq, = P{X =k}.

Pod elementarnim ishodom podrazumirao svako izvl&genje uzorka odh elemenata iz skupa o
elemenata.

. . . . N . , . . .
Zn&i, broj elementarnih ishoda jednak Ee J jer na toliko ndina se iz skupa odN elemenata moze
n

izvuéi uzorak odn elemenata.

Dogaiaj {X = k} ¢ine svi ishodi kod kojih se u uzorku ad elemenata nalaz sa obeleZjemA i njih
n-k bez tog obelezja.

- . (MYN-M) . . . . .

Takvih ishoda |m{ k]té K J jer se na toliko ngna moZze izvdi uzorak koji imak elemenata sa
n_

obeleZjemA i n—k elemenata bez tog obeleZja. Prema tome, veraseatno

P = P{X =k} :—(I\lil j[l\:'im (20)

e

Tako odrédena raspodela verovattazove se hipergeometrijska raspodela, koja zadigiarametaraN ,
M i n, paje ozné&avamo X : H(N,M,n).

Ako treba izréunati verovatnée p, za viSe uzastopnih vrednodti, pogodnije je upotrebiti rekurzivnu
formulu:
0 = (M -k+1)(n-k+1)
“ Kk(N-M -n+k)

Moy K21, (21)

Gornja formula omogtava da iz verovatrie p, izracunamo p,, p, i tako redom sve ostale, gde je
verovatnga

iy

Po S T (22)
)
Ako je X :H(N,M,n), tada je
E(X)= nd\%, ..................................................................................... (23)
a
o2 =nM N-M E;\l—n:n[M(l\J—lvl)(N—n) (24)
SN G NE(N o)
Koeficijent asimetrije je
SINCaMPINZ20PN=T) (25)

M(N=M)n(N-n)(N-2)"



pa je hipergeometrijska raspodela u opsStegagiiasimettina. Ako je
M=N-M=N,
2
ondajea =0, pa je raspodela simeima i p, = P, , za svako .
Ako uzmemo da je
p="tig=lt M
N N
i pustimo daM - oo, (N—M) —~ 0 | N - o, imamo da

s

odnosno hipergeometrijski raspodela tezi binomaspodeli.

Primer:

1. U skupu od 40 proizvoda je 32 dobrih i 8 loSih. iKalje verovatnéa da u uzorku od 6 proizvoda

uzetom iz tog skupa damo 2 losa?
ReSenje:

Ozn&imo sa X broj loSih proizvoda u uzorku od 6 proizvoda, paX sluwajna promenljiva sa

hipergeometrijskom raspodelom
X:H(N=40M =8n=6).
Odatle imamo da je

832
By
40
5
Ako treba izréunati verovatnée i za vrednosti X

formulom i verovatnéom

(32J

— 6 —

Po =75 = 0236.
6

Ratun je dat u tabeli 2.

= P{x=3)=

= 0262.

:0,1,2,3,4,5,6 koristimo se rekurzivnom

Tabela 2.
_ M-k+1=| n-k-1= | M=-N-n+k= P
x=k | Tog-k =7-k = 26+k P | X
0 9 7 26 - 0,236
1 8 6 27 ) 0,420
127




2 7 5 28 51 0262
2028

3 6 4 29 B 1 g7
3029

Tabela 2. - nastavak
_ M-k+1=| n-k-1= | M-N-n+k= P
x=k | Togok =7-k = 26+k P | X

4 5 3 30 S8 1 0009
4130

5 4 2 31 A2 000
531

6 3 1 32 331 0000
632




